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  چکیده 

Spectrum sensing  از این رو لازم است این   .ن تکیه دارد که کل عملکرد رادیوي شناختگر بر آبراي رادیوي شاختگر وظیفه اي است
یک حسگر طیف می بایست . وظیفه توسط رادیوي شناختگر به گونه اي قابل اعتماد و با کارایی محاسباتی قابل قبول انجام شود 

باندهاي فرکانسی که تحت استفاده نیستند را به درستی آشکار سازد و تخمین صحیحی از توان متوسط در هر یک از زیر باند ها 
دیگر ویژگی مهمی  cyclostationarity. همچنین می بایست جهت سیگنال هاي تداخل را به درستی تشخیص دهد . باشد  داشته

براي تخمین غیر پارامتریک طیف ، این وظایف را   multitaper(MTM)روش. است که یک حسگر طیف می بایست تعیین نماید 
این روش پرداخته میشود و کلی  به بررسی ابتدا در این مقاله .بصورت دقیق ، موثر، مقاوم و با کارایی محاسباتی خوب انجام میدهد 

 .د سپس تئوري ریاضی آن با جزئیات دقیق تري مورد برررسی قرار می گیر .تعمیم هایی از آن آورده میشود 

  . space – time، پردازش  multitaper(MTM)، روش  spectrum sensingرادیوي شناختگر، : کلمات کلیدي 

 مقدمه  -1

در همسایگی جغرافیایی آشکارسازي چاله هاي طیف فرکانسی 
براي . نامیده می شود  spectrum sensingرادیوي شناختگر 

آنرا به چهار  وظیفه ارائه شوداینکه تعریف دقیق تري از این 
   :زیروظیفه تقسیم بندي می کنند 

 فرکانسی  طیف آشکاسازي چاله هاي.   
  رزولوشن طیفی در هر یک از چاله هاي فرکانسی.  
  تخمین جهت فضایی سیگنالهاي تداخلی ورودي.  
  طبقه بندي سیگنالها.  

آشکار سازي چاله هاي طیف فرکانسی در ساده ترین فرم خود ، 
از فضاي سفید  منظور( هنگامی که یک فضاي سفید مطرح باشد 

ور سیگنال تنها نویز در زیر باند مورد نظر اینست که در عدم حض
به یک مسئله آزمون فرضیه باینري تبدیل می شود .) وجود دارد 

یا روشهاي ساده دیگر حل با یک آشکارساز انرژي میتوان  که آنرا 
  . نمود 

در اغلب موارد ما با . ه این سادگی نیست اما مسئله همواره ب
منظور از فضاي خاکستري . ( فضاهاي خاکستري مواجه هستیم 

اینست که در عدم حضور سیگنال ، علاوه بر نویز سیگنالهاي 
در اینگونه موارد .) زیر باند مورد نظر وجود دارند تداخلی هم در 

دو  تخمین طیف به. نیاز است طیف فرکانسی تخین زده شود 
روش هاي پارامتریک که در آن . رد یشکل کلی صورت میگ

. فرآیند مورد نظر بر اساس یک مدل معین تخمین زده می شود 
. روش هاي غیر پارامتریک که نیازي به مدل سازي فرآیند ندارد 

از آنجا که یک رادیوي شناختگر با سیگنالهاي مختلف سروکار 
رادیوي شناختگر . ارند دارد روش هاي غیر پارامتریک ارجحیت د

نیازمند اینست که روش غیر پارامتریک تخمین طیف رزولوشن 
طیفی بالایی هم از نظر توان متوسط و هم به لحاظ فرکانسی 

و این تخمین با قابلیت اعتماد بالا و کارایی محاسباتی  داشته باشد



تخمینگر طیفی که . انجام گیرد   real timeقابل قبول و بصورت 
 multitaperژگی ها را برآورده می سازد تخمینگر طیف این وی
  . [1]است 

براي تخمین   multitaper(MTM)روش   -2
  طیف

در مقالات قبل تر روي روش هاي غیر پارامتریک تخمین طیف ، 
واریانس تائید  -مشکل بودن تخمین طیف به دلیل مسئله بایاس

  .شده است 

  بایاس تخمین طیف توان براي یک دنباله زمانی به
خاطر پدیده نشت لوبهاي جانبی است که اثر آنرا با 

tapering (windowing)  ذنباله زمانی می توان
  .کاهش داد 

  هزینه اي که در ازاي این بهبود پرداخت می شود
افزایش واریانس تخمین است  که به خاطر از دست 

ش اندازه موثر نمونه ها، اتفاق رفتن اطلاعات در اثر کاه
  .می افتد 

چگونه می توان این مسئله را با کاهش اطلاعات از دست رفته 
حل نمود ؟ پاسخ به این سوال اساسی در واقع  taperingناشی از 

چندگانه متعامد نهفته ) پنجره هاي (هاي  taperدر استفاده از 
ص فر آیندي به خصو. مطرح شده است  [1]ایده اي که در . است 

تا  f-wکه طی آن قسمت هایی از دنباله زمانی که در پهناي باند 
f+w  قرار دارند بصورت خطی به خانواده اي از دنباله ها به نام

این دنباله ها در مقالات . بسط داده می شود  slepianدنباله هاي 
نیز  شناخته می   discrete prolate spheroidal waveبا عنوان

این است که تحت   slepianویژگی اصلی  دنباله هاي . شوند 
شرط ثابت بودن اندازه دنباله ، بیشترین تمرکز انرژي را در پهناي 

این ویژگی  واریانس را در . دارند )  fحول  2w( باند مورد نظر 
به عبارت دیگر مسئله . ازاي رزولوشن طیف بهبود می بخشد 

رزولوشن جایگزین می شود   –انس با مسئله بایاس واری –بایاس 
که اگر یکی به درستی در نظر گرفته شود مشکل واریانس هم 

  .حل می شود 

  MTM ویژگی هاي تخمین طیف -2.1

بایاس به دو قسمت  multitaperدر تخمین طیف  )1
  :کمی تقسیم می شود 

  بایاسlocal  ناشی از مولفه هاي فرکانسی درون باند از
f-w  تاf+w .  

  بایاسbroadband  ناشی از مولفه هاي فرکانسی خارج
  .از باند فوق 

بطو طبیعی  multitaperرزولوشن تخمینگرهاي طیف  )2
  .تعیین می شود  2wتوسط پهناي باند عبور یعنی 

این تخمینگر ها یک تبادل بین بایاس و واریانس ارائه  )3
می کنند که به آسانی از نظر کمی قابل بیان است 

مین مستقیم طیف توسط این تخمینگرها فقط با تخ.
نوعا درجه .  درجه آزادي بیش از دو قابل انجام است 

تا  6پهناي باند از  -آزادي بسته به حاصلضرب  زمان
  .تغییر میکند  10

را می توان براي تفکیک  multitaperتخمینگر طیف  )4
با وارد کردن  [f-w ,f+w]مولفه هاي خطی در باند 

  .بکار برد  harmonic F-testآزمون 

  multitaper تئوري تخمینگر طیف -2.2

 {x(t)}زمان گسسته را نشان دهد و دنباله زمانی  tفرض کنید  
نماینده سیگنال باند پایه متناظر با سیگنال  t=N-1تا  t=0براي 

RF  با این دنباله زمانی داده شده تخمینگر .دریافتی با شد
MTM  [1]پارامترهاي زیر را تعیین می کند :  



  یک دنباله اورتونرمال ازtaper  هايslepian  که با

ቄv୲
(୩)ቅ

୲ୀ

ିଵ
 . نموده می شود 

  مجموعه تبدیلات فوریه متناظر: 

(1) ܺ(݂) = ∑ ௧ݒ(ݐ)ݔ
()݁(ݐ݂ߨ2݆−) ݔேିଵ

௧ୀ
 

 eigenspectraتوزیع انرژي مولفه هاي . k=0,1,2 ,…,K-1که 
تعریف می شوند درون پهناي باند   (݂)|ଶܺ|که به صورت 

حاصلضرب پهناي بان در زمان .متمرکز شده است  2Wرزولوشن 
  .ها تعیین میکند  taperباندي روي تعداد 

(2) C = ܭ    ,  ܹܰ ≤ ⌊2ܹܰ⌋ 

ها  نیز درجه آزادي موجود براي کنترل واریانس  taperتعداد 
 C0انتخاب پارامترهاي . تخمینگر طیف توان را مشخص می کند 

. یک تبادل بین بایاس واریانس و رزولوشن ایجاد می کند  Kو 
بایاس این تخمینگرها عمدتا توسط بزرگترین مقدار ویژه که با 

λ0(N,W) جانبی از نموده میشود کنترل می شود که بصورت م
  .رابطه زیر بدست می آید 

(3) 1 − ߣ =  (ܥߨ2−) expܥඥߨ4

این رابطه کسري از کل انرژي لوبهاي جانبی را بدست می دهد 
می  (W,W-)که برابر مجموع نشت به فرکانس هاي خارج از باند 

یک . سریعا کاهش می یابد  C0کل انرژي لوبهاي جانبی با .باشد 
اول که  eigenspectraتخمین طیف طبیعی بر اساس چند 

  : [1]کمترین نشت لوبهاي جانبی را دارد عبارتست از 

(4) መܵ(f) = ∑ ౡ|ೖ()|మేషభ
ౡసబ

∑ ౡ
ేషభ
ౡసబ

 

می  eigenspectrumامین  kها مقدار ویژه متناظر با  λ୩که 
  .فوق تخمین را بدون بایاس می کند مخرج کسر در رابطه. باشند 

 multitaperتغییر تخمینگر طیف  -2.3
  بصورت وفقی

هاي مرتبه پایین ویژگیهاي بایاس  eigenspectraدر حالی که 
به مقدار  Kها  یعنی  taperعالی دارند اما این ویژگی وقتی تعداد 

مجموعه  [1]در . باند بالایی خود نزدیک می شود خراب می شود 
نموده میشود براي کاهش وزن   {dk(f)}اي از وزنهاي وفقی که با 

eigenspectra  با استفاده از . بالتر وارد شده است هاي مرتبه
روال بهینه سازي مجموع مربعات خطا فرمول زیر براي این وزنها 

  : استخراج می شود

(5) ݀(݂) = ඥౡௌ()
ౡௌ()ାா[ೖ()]

 , ݇ = 0,1,2, … , ܭ − 1 

بایاس  Bk(f)طیف توان اصلی و  S(f)که در رابطه فوق 
broadband  برايk  امینeigenspectrum  بعلاوه.می باشد 

[(݂)ܤ]ܧ (6) ≤ (1 − λ୩)σଶ , k = 0,1,2, … , K − 1 

واریانس فرایند را نشان می دهد و به عنوان تابعی از سري  σଶکه 
  :زمانی از رابطه زیر بدست می آید 

ଶߪ =
1
ܰ

 ଶ|(ݐ)ݔ|
ேିଵ

௧ୀ
 

 S(f)براي محاسبه وزنهاي وفقی  از رابطه فوق ما نیاز به داشتن 
داریم از این رو نمی توانیم از این رابطه مستقیما استفاده کنیم 
ولی می توانیم از ان براي بدست آوردن وزنها بصورت بازگشتی 

  :تخمینگر وفقی طیف عبارتست از . استفاده نمائیم 

(7) መܵ(݂) = ∑ |ௗೖ()|మௌመೖ()಼షభ
ೖసబ

∑ |ௗೖ()|మ಼షభ
ೖసబ

 

  که

መܵ୩(f) = |ܺ(݂)|ଶ , ݇ = 0,1,2, … , ܭ − 1 

در رابطه وزنها و جایگزینی  (݂)ܵبه جاي  መܵ(f)با قرار دادن 
  :حاصل در رابطه فوق به رابطه زیر می رسیم 

(8) ∑
ౡቀௌመ()ିௌመౡ()ቁ

ቀౡௌመ()ାೖ()ቁ
మ

ିଵ
ୀ = 0 

با . می باشد  [(݂)ܤ]ܧتخمینی از  (݂)ܤکه در این رابطه 
که در بالا آمده می توانیم  [(݂)ܤ]ܧاستفاده از باند بالایی براي 

  :قرار دهیم 

(݂)ܤ = (1 − ,ଶߪ(ߣ ݇ = 0,1,2, … , ܭ − 1 



حالا ما تمام آنچه براي حل معادله فوق لازم است را داریم و به 
  :رابطه بازگشتی زیر می رسیم 

(9) መܵ (୨ାଵ)(f) = ቈ∑ ౡௌመౡ
(ౠ)()

ቀౡௌመ(ౠ)()ାೖ()ቁ
మ

ିଵ
ୀ  ×

ቈ∑ ౡ

ቀౡௌመ(ౠ)()ାೖ()ቁ
మ

ିଵ
ୀ 

ିଵ

 

همگرایی رابطه . است  iterationام نشان دهنده شماره گ jکه 
بازگشتی فوق معمولا سریع است و با پنج تا بیست گام به 

با استفاده . میباشد % 5تخمینی از طیف میرسد که داراي اختلاف 
از نتیجه بدست آمده از رابطه بازگشتی فوق می توانیم وزنهاي 

  .مطلوب را بدست آوریم 

  MTM خلاصه نکات روش -2.4

  تخمین طیف به روشMTM  را به دلیل اینکه
eigenspectrum   ،k  ام یعنی|ܺ(݂)|ଶ  از اطلاعات

ها چشم پوشی می کند  kفاز به ازاي تمام 
  . می گویند   incoherentرا

  پارامترهاي پیشنهادي مورد نیاز براي تخمینگر طیف
MTM  عبارتند از:  

  . ١٠، قابل افزایش تا  C0= 4پارامتر  -
، قابل افزایش تا  slepian  K=10هاي  taperتعداد  -

١۶ .  

گ ربز RFاین مقادیر به ویژه زمانی که رنج دینامیک سیگنال 
  .باشد مورد نیاز هستند 

  هنگامی که تعداد پنجره ها افزایش می یابد و به مقدار
می رسد باید از تخمینگر طیف  2NWحدي 

multitaper  وفقی استفاده شود. 

   Space – Timeپردازش  -3
در آنالیز محیط رادیویی در همسایگی جغرافیایی یک گیرنده 
رادیو شناختگر ، ما علاوه بر آشکار سازي چاله هاي فرکانسی نیاز 

به حس جهت نیز داریم تا رادیویی شناختگر بتواند جهت 
سیگنالهاي تداخلی که از راستاهاي نا شناخته اي می ایند 

نیازمند آرایه اي از حسگرها براي این منظور ما . تشخیص دهد 
هستیم تا بتوانیم محیط رادیویی را در جهات مختلف )  آنتن ها (

  .حس کنیم 

. تایی از آنتن هاي حسگر محیط در نظر بگیرید  M یک آرایه 
امین حسگر  mتبدیل فوریه متناظر با دنباله زمانی گرفته شده از 

ܺا با  شده است ر slepian  ،taperامین دنباله  kکه با 
()(݂) 

.  k=0,1,…,K-1و  m= 0,1,2,…,M-1نشان می دهیم  که 
از این تبدیلات با مقادیر  M×Kبنابراین میتوانیم یک ماتریس 

  :گویند  spatiotemporalمختلط داشته باشیم و آنرا ماتریس 

(݂)ܣ (10) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ܽ

()ܺ
() ܽଵ

()
ଵܺ
()

ܽ
(ଵ)ܺ

(ଵ) ܽଵ
(ଵ)

ଵܺ
(ଵ) ⋯

ܽିଵ
() ܺିଵ

()

ܽିଵ
(ଵ) ܺିଵ

(ଵ)

⋮ ⋱ ⋮
ܽ

(ெିଵ)ܺ
(ெିଵ) ܽଵ

(ெିଵ)
ଵܺ
(ெିଵ) ⋯ ܽିଵ

(ெିଵ)ܺିଵ
(ெିଵ)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

هر سطر این ماتریس مربوط به یکی از حسگر هاست و هر ستون 
ܽ.  هاست  taperمربوط به یکی از 

()  ها هم ضرایب متناظر با
در اینجا لازم است دو شرط ضروري . هر یک از درایه ها می باشد 

  :در نظر گرفته شود 

  تعداد پنجره هايslepian  یعنیK  بزرگتر از تعداد
 spatial“این شرط براي جلوگیري از . حسگرهاست 

undersampling”  محیطRF  ضروري است.  
  ، غیر از سنکرون بودن نمونه برداري براي حسگرهاM 

این . حسگر بصورت مستقل از یکدیگر عمل می کنند 
باشد  Mبرابر  A(f)شرط دوم براي اینکه رتبه ماتریس 

 .ضروري است 

. هر یک از درایه هاي ماتریس فوق از دو مولفه ایجاد می شود 
هر یک از سنسورها و دیگري  front endیکی نویز جمعی در 

براي . که توسط هر یک از سنسورها حس می شود  RFسیگنال 
. علاقمند هستیم  RFتخمین طیف ما به مولفه ناشی از سیگنال 

روش کارآمد براي کاهش نویز از این مولفه ها تجزیه با استفاده از 



براي ماتریس  SVDبا بکار بردن  .است  (SVD)مقادیر تکین 
A(f)  داریم:  

(11) Uற(݂)ܣ(݂)ܸ(݂) = ቂΣ(݂)
0

ቃ 

نشان دهنده ترنسپوز هرمیتی است و  †که در رابطه فوق علامت 
 Σ(݂) فه هاي روي قطر آن را یک ماتریس قطري میباشد که مول

شکل زیر ابعاد ماتریس هاي فوق را . نمایش می دهیم  (݂)ߪبا 
 MTM-SVDیک تجزیه به فرم فوق را پردازنده . نشان می دهد 

  .می گویند 

  :اورتونرمال هستند از اینرو داریم  (݂)ܷو  (݂)ܸماتریس هاي 

(12) ܸ(݂)Vற(݂) = ܫ  , ܷ(݂)Uற(݂) =  ெܫ

  :که در بالا آوردیم داریم  SVDبا استفاده از این ویژگی و تجزیه 

(݂)ܣ (13) = ∑ ࢛࢜ߪ
றெିଵ

ୀ  

را  (݂)࢛امین مقدار تکین و  mرا  (݂)ߪکه در رابطه فوق 
با استفاده . را بردار تکین راست گویند  (݂)࢜بردار تکین چپ و 

همچنین روابط  (݂)ܷو  (݂)ܸاز اورتونرمال بودن ماتریس هاي 
  :زیر براحتی قابل اثبات هستند 

(݂)Aற(݂)ܣ (14) = ∑ ߪ
ଶ ࢛(݂)࢛(݂)

ற (݂)ெିଵ
ୀ  

(15) Aற(݂)ܣ(݂) = ∑ ߪ
ଶ(݂)࢜(݂)࢜

ற(݂)ெିଵ
ୀ  

بیان  MTM-SVDاکنون می توانیم سه عبارت در مورد پردازنده 
  .کنیم 

࣌ام  یعنی  m مقدار ویژه  -١
 از رابطه زیر بدست   (ࢌ)

   . می آید

ߪ (16)
ଶ (݂) = ∑ หܽ

()(݂)ห
ଶ

หܺ
()(݂)ห

ଶ
ெିଵ
ୀ  

ࢇหبا قرار دادن 
ห(ࢌ)()


= ࣅ

࣌و تقسیم  (ࢌ)()
 بر  (ࢌ)

∑ ࣅ
ିࡹ(ࢌ)()

 :به رابطه زیر می رسیم   ୀ

(17) መܵ ()(݂) =
∑ ఒೖ

()()ቚೖ
()()ቚ

మಾషభ
ೖసబ

∑ ఒೖ
()()ಾషభ

ೖసబ
 , ݉ =

0,1,2, … , ܯ − 1 

ام است  mبراي حسگر  MTMکه باز نویسی رابطه تخمین 
  :بنابراین می توانیم عبارت زیر را بیان کنیم . 

ߪام  یعنی  mمقدار ویژه  - 
ଶ به جز ضریب  (݂)

∑ ߣ
()(݂)ெିଵ

ୀ براي  multitaperتخمین طیف   
 . امین حسگر را بدست می دهد mسیگنال دریافتی از 

مربوط به حسگر هاست می  m از آنجا که اندیس  -٢
 . ورت زیر بیان کنیم توانیم عبارت دوم را به ص

جهت سیگنال دریافتی  (ࢌ)࢛بردار تکین چپ  -
  .ام را تعریف می کند  m  توسط حسگر

می باشد و  slepianامین پنجره  kمربوط به  kاندیس  -٣
داریم  k=0,1,2,…,M-1از آنجا که براي

࣌
(ࢌ) = ࣌

 عبارت سوم را هم به شکل زیر  (ࢌ)
  : بیان می کنیم

را  multitaperضرایب  (݂)࢜بردار تکین راست  -
 .امین حسگر تعریف می کند  mبراي 

 M TM   جزئیات روش-4
در ادامه به بیان جزئیات حس کردن طیف به روش پنجره هاي 

  .چند گانه میپردازیم

  :نمایش طیفی کرامر-4.1

با میانگین صفر را در نظر   ௧ܺفرآیند ایستان وگسسته زمان 
با استفاده از بسط کارهونن لائیو میتوانیم این فرآیند را .میگیریم

بر حسب مولفه هاي فرکانسی ،معادل تبدیل فوریه گسسته 
)DFT (لذا خواھیم داشت.بنویسیم براي توابع یقینی:  

)18(      ܺ௧=∑ ܥ

ୀି  ݁ଶగ௧ 

  .ل میباشندها اورتو نرما ܥکه در آن 

  



  

  :بصورت زیر تعریف مینماییمرا  Z(f) فرآیند 

    )19(   ܼ(݂) =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

                 < ݂ < ଵ݂
ଵ              ଵ݂ܥ < ݂ < ଶ݂
ଵܥ + ଶ    ଶ݂ܥ < ݂ < ଷ݂

.                                

.                                
.                                 

                            

� 

  : به صورت dZ(f)با تعریف فرآیند جدید 

)20(     ܼ݀(݂) = ቊܼ(݂ + ݂݀) − −     (݂)ݖ ଵ
ଶ

< ݂ < ଵ
ଶ

0                                        ݂ = 1/2
� 

  :واضح است که 

ܼ݀(݂) = ቄܥ                             ݂ = ݂
.                               0 ݓ

�              )21(  

 به بینهایت میل کند DFTتعداد نقاط  )18( در صورتیکه در رابطه ي
݂    بصورت  [1/2,1/2-]ها بسیار به یکدیگر نزدیک شده در بازه ي

با توجه به قضیه ي ریمان در ریاضیات جمع .پیوسته قرار میگیرند
 )22(را بصورت رابطه ي  ௧ܺگسسته به انتگرال تبدیل و میتوانیم 

  :نمایش دهیم

 )22(    ௧ܺ = ∫ e୨ଶ୴୲ଵ/ଶ
ିଵ/ଶ  dZ(v) 

یک فرآیند مجموع بوده و  (ݒ)ܼ. فرآیند افزایشی متعامد است (ݒ)ܼ݀
نمایش .لذا با توجه به تئوري حد مرکزي داراي توزیع گوسی میباشد

  را نمایش طیفی کرامر گویند )22(طیف به فرم معادله ي 

  :تخمین طیف از دیدگاه کرامر-4.2

با توجه به نمایش طیفی کرامر میتوانیم تابع خود همبستگی سیگنال 
௧ܺ را بصورت زیر نمایش دهیم: 

|]ܧ       ௧ܺ|ଶ] = ∫ ݁ଶగ௧ଵ/ଶ
ିଵ/ଶ   )23(  [ଶ|(݂)ܼ݀|]ܧ 

از طرفی میدانیم تابع خود همبستگی از عکس تبدیل فوریه ي چگالی 
 )23(طیف توان بدست می آید ، با توجه به این مطلب و رابطه ي 

  :خواهیم داشت

   )24(       [ଶ|(݂)ܼ݀|]ܧ =݂݀(݂)ܵ                       

بدین .روشی جهت تخمین طیف توان بدست می آید) 24(از رابطه ي 
در  (݂)ܼ݀ترتیب که براي تخمین طیف توان کافیست تخمینی از 

به تخمین  (7)نمایش طیفی کرامر بدست آورده و با توجه به فرمول 
  .طیف بپردازیم

  تخمین طیف از دیدگاه مستقیم-4.3

همانگونه که میدانیم مربع قدرمطلق تبدیل فوریه ي یک سیگنال 
لذا میتوانیم با دیدگاه دیگري . معیاري از توان سیگنال را بدست میدهد

) 25(رابطه ي .چگالی طیف توان یک سیگنال را مورد بررسی قرار دهیم
  .تخمین چگالی طیف توان را معرفی میکندعبارتی براي 

)25(      መܵ(݂) = ห∑ ݁ିଶగିଵܦ(݊)ݔ
ୀ ห

ଶ           

جهت محدود کردن دنباله ي  ܦحضور پنجره هاي ) 25(در رابطه ي 
x(n) چرا که جهت محاسبات .ضروریستDFT  و پیاده سازي عملی

  .داراي طول محدودي باشند x(n)لازم است دنباله هاي 

داراي طیفی فرکانسی نامحدود  ܦهر پنجره ي محدود در زمان  
دراي دو خصیصه ي مهم میباشند داراي  ܦبنابر این پنجره هاي  .است

تمرکز انرژي در فرکانس هاي (یکی اینکه داراي لوب هاي فرعی 
هستند و دیگري اینکه پهناي باند لوب اصلی آنها غیر صفر ) مختلف

  .است

معادل  ܦدر پنجره ي  x(n)نکه ضرب دنباله ي با توجه به ای
مطرح شده براي پنجره  کانولوشن در حوزه ي فرکانس است ویژگی هاي

اگر این نشت .باعث نشت طیف به فرکانسهاي مجاور میشود ܦهاي 
طیف ناشی از صفر نبودن پهناي باند لوب اصلی باشد در هر فرکانس 

نزدیک آن نشت کرده و در  به فرکانسهاي x(n)  محتواي فرکانسی
فوق مناسبترین  با توجه به مطالب.رزولوشن طیف بسیار تاثیرگذار است

پنجره ها ،پنجره هایی با کمترین پهناي باند در لوب اصلی و 
  .کمترین تمرکز انرژي در لوب فرعی هستند

همانگونه که میدانیم زمانی تخمین از یک متغیر تصادفی دقیق 
خینی برابر میانگین متغیر تصادفی باشد و است که اولا مقدار ت

ثانیا واریانس تخمین بسیار نزدیک به صفر باشد لذا لازم است 
با .واریانس طیف تخمینی با افزایش طول پنجره ها کاهش یابد



توجه به این نکته با فرض انتخاب مناسبترین پنجره ها در صورتی 
د،لازم است که واریانس تخمین با افزایش طول پنجره کاهش نیاب

جهت صفر شدن واریانس مطابق  (݂)ܩاز تابع جدیدي مانند 
  .استفاده نمود) 26(معادله ي 

    )26(     ሚܵ(݂) = መܵ(݂) ∗                            (݂)ܩ

  .گویند smoothingبه عملیات فوق 

  مسئله ي حل معادله ي انتگرالی- 4.4

رابطه (کرامر  با بازگشت به مسئله ي تخمین طیف به روش نمایش
نمایش  (݂)ݕرا با  ௧ܺدر صورتی که تبدیل فوریه ي فرایند ) )22(ي

دهیم آنگاه با نوشتن رابطه ي تبدیل فوریه ي گسسته و ساده نمودن آن 
  :خواهیم داشت

 )27( (݂)ݕ     = ∫ ,ݒ)݇ ݂)ଵ/ଶ
ିଵ/ଶ                (ݒ)ܼ݀ 

  :که براي این رابطه 

)28  ( ,ݒ)ܭ     ݂) = ݁ଶగ(௩ି)(ேିଵ)/ଶ ୱ୧୬ (గ(௩ି)ே)
ୱ୧୬ (గ(௩ି))

 

,ݒ)ܭکه به      .هسته ي دریکله گویند (݂

و   )27(لذا مسئله ي تخمین چگالی طیف توان به حل معادله انتگرالی 
  .از آن میشود (ݒ)ܼ݀بدست آوردن 

روش هاي مختلفی جهت حل این معادله پیشنهاد شده که یکی از 
  .مقادیر ویژه استروشهاي قابل اطمینان روش 

  مقادیر و توابع ویژه-4.5

در اینجا مختصرا به بیان حالت خاصی از این قضیه که مرتبط با موضوع 
است پرداخته و جهت منحرف نشدن از اصل بحث از ارائه ي اثباتهاي 

  .این قضیه ي ریاضی خودداري میکنیم

  :معادله ي انتگرالی زیر را در نظر میگیریم

    )29( (݂)ݕ         = ∫ ݇(݂, ݂ ݂)ݖ(′ ′)݂݀′
  

را بگونه اي معرفی نماییم  (݂)߰درصورتیکه بتوانیم توابع اورتونرمال 
  :که در رابطه ي زیر صدق نماید 

     )30( (݂)߰ߣ         = ∫ ݇(݂, ݂ ′)߰(݂′)݂݀′
  

  :آنگاه 

 )31    ( (݂)ݖ̂           = ∑ ଵ
ఒ

߰(݂)ݕ                              

  :که در آن 

     )32( ݕ          = ∫ ൫݂ݕ ′൯߰
∗(݂′)݂݀′                          

  .در معادله انتگرالی است (݂)ݖتخمین  (݂)ݖ̂که در آن 

کافیست توابع  )27( با توجه به این قضیه جهت حل معادله انتگرالی
لذا مسئله ي تخمین طیف به مسئله ي .ویژه ي این معادله را بیابیم

  .یافتن توابع ویژه ي هسته ي دریکله تبدیل میشود

  slepianایده ي -4.6

Slepian  توابع ویژه ي هسته ي دریکله با ویژگی منحصر به  1978در
  .فردي را معرفی نمود

 Eمیخواهیم انرژي . با انرژي واحد را در نظر میگیریم (݊)ݒدنباله هاي 
 .بیشینه شود [W,W-] این سیگنالها بر بازه ي

      )33(     ∑ ଶ(݊)ேିଵݒ
ୀ = 1 

ܧ = ∫ |ܸ(݂)|ଶ݂݀ௐ
ିௐ                                              )34(  

میباشد  v(n)تبدیل فوریه ي گسسته ي  (݂)ܸ، )34( که در رابطه ي 
:  

    ܸ(݂) = ∑ ଶగேିଵି݁(݊)ݒ
ୀ  )35(  

  :خواهیم داشت) 34(در ) 35(با جایگذاري رابطه ي 

ܧ = ∑ ேିଵ(݉)ݒ(݊)ݒ
,ୀ

ୱ୧୬ (ଶగௐ(ି))
గ(ି)

   )36 ( 

  .است) 33(با شرط ) 36(در رابطه ي  Eلذا هدف ماکزیمم نمودن 



از  جهت ماکزیمم نمودن یک تابع با حضور یک شرط خاص میتوانیم
  .معیار ضرایب لاگرانژ استفاده نماییم

با شرط ) 36(با استفاده از این معیار جهت ماکزیمم نمودن رابطه ي 
  :لازم است عبارت زیر را ماکزیمم نماییم) 33(

)37( ܫ       = ܧ − ߣ ∑ ଶ(݊)ேିଵݒ
ୀ                                 

و برابر صفر قرار دادن  (݊)ݒبر حسب  )37(با مشتقگیري از رابطه ي 
  :دست می یابیم )38(آن به رابطه ي 

(݊)ݒߣ  = ∑ (݉)ேିଵݒ
ୀ

ୱ୧୬ (ଶగௐ(ି))
గ(ି)

        )38(   

  :ها در رابطه ي زیر صدق میکنند ߣ که   

                     )39(  

ها با  ߣبه این نتیجه میرسیم که ) 37( علاوه بر این با حل معادله ي 
  :برابرند [W W-]محدود در  Eانرژي 

  )40(        λ୩ = E                                          

Slepian  هسته هاي دریکله بر بازه  (݊)ݒثابت نمود این دنباله هاي
]ي  ݂ − ܹ, ݂ + در حقیقت رابطه ي زیر برقرار .میباشند [ܹ

  :است

  )41( ߣ   ܸ(݂ − ݂) = ∫ ݇(݂, ݂ ′) ܸ(݂ ′ − ݂)݂݀′బାௐ
బିௐ     

و  )31( میتوانیم از نتایج )30( با مطابقت این رابطه با رابطه ي
  .استفاده نماییم (݂)ݖجهت تخمین )32(

  :لذا بطور خلاصه خواهیم داشت

 )42( (݂)ݖ̂     = ∑ ଵ
ఒೖ

ܸ(݂ − ݂)ݕ
ିଵ
ୀ ( ݂)             

)ݕ    ݂) = ∑ ଶగ௧ேିଵି݁(ݐ)ݒ(ݐ)ݔ
௧ୀ )43(  

  :عبارت طیف تخمین زده شده برابر است با

   )44(    መܵ(݂) = ଵ
ே

ቚ∑ ଵ
ఒೖ

ܸ(݂ − ݂)ݕ
ିଵ
ୀ ( ݂)ቚ

ଶ
 

فرآیند گوسی مختلط است لذا تخمین طیف که با توجه  (݂)ݖ̂فرآیند 
  بدست می آید یک فرآیند (݂)ݖ̂از مربع قدر مطلق ) 24( به رابطه ي 

߯ଶ این .با دو درجه ي آزادي با واریانس دو برابر درجه ي آزادیست
  .واریانس مستقل از تعداد نمونه ها و ثابت است

 

]بر  (݂)ݖ̂ با میانگین گیري از  ݂ − ܹ, ݂ +   :خواهیم داشت [ܹ

  

ܵ̅ =
1

2ܹ න መܵ(݂)݂݀

బାௐ

బିௐ

=
1

2ܹܰ


1
ߣ

)ݕ| ݂)|ଶ
ିଵ

ୀ

 

 )45(  

ேௐ଼داراي واریانسی برابر  ̅ܵواضح است که  )45( از رابطه ي
ସேమௐమ 

بنابراین واریانس با افزایش طول پنجره کاهش یافته و به صفر میل .است
  .می نماید ،بنابراین تخمین مناسبی براي چگالی طیف توان خواهد بود

و اهمیت ایده ي ) 45( در اینجا لازم است به نکات موجود در رابطه ي 
slepian اشاره نماییم.  

مشاهده میشود جهت تخمین طیف از  )45( همانگونه که از رابطه ياولا 
K=2NW لذا به این روش تخمین طیف .پنجره استفاده شده است

  .تخمین با پنجره ها چندگانه گویند

ثانیا همانگونه که بیان شد پنجره هاي مورد استفاده در این روش 
ر لوب تخمین داراي حداکثر تمرکز انرژي در لوب اصلی هستند و د

فرعی داراي انرژي تقریبا برابر صفر میباشند ،لذا با توجه به مطالب قبل 
بهینه ترین پنجره ها جهت تخمین طیف توان میباشند و تخمین طیف 

  .بدست آمده تخمین بهینه اي است

)ݕ|ثالثا با توجه به اینکه  ݂)|ଶ  تخمین طیف با استفاده از پنجره ي
k  ام در فرکانس݂  میانگین گیري از طیف )45( در معادله ي  ̅ܵاست

  .پنجره است 2NWتخمینی بوسیله ي 

)ݕ| با توجه به اینکه  ݂)|ଶ  یک متغیر تصادفی است هر چه تعداد
تقریب  ̅ܵپنجره ها افزایش یابد با توجه به قانون ضعیف اعداد بزرگ 

  .دقیقتري از چگالی طیف توان را میدهد

افزایش .را افزایش دهیم Wیا  Nجهت افزایش تعداد پنجره ها میتوانیم 
N  به مفهوم افزایش طول پنجره ها و افزایشW  به مفهوم افزایش

تبعاتی  Nپهناي باند لوب اصلی پنجره هاي مورد استفاده است ،افزایش 
از جمله افزایش حجم محاسبات و مصرف توان بالاتر را به دنبال دارد، 



نیز با توجه به مطالب قبل خود باعث کاهش رزولوشن طیف  W افزایش
 W  و Nاست ،لذا در طراحی عملی وجود نوعی آستانه بین انتخابهاي 

وجود دارد و تخمین طیف دقیقتر مستلزم صرف هزینه ي بالاتري 
  .میباشد

 

 خلاصه و نتیجه گیري
یکی از مهمترین کار هایی که کل عملکرد یک رادیوي شناختگر 

این وظیفه . می باشد   spectrum sensingبه آن وابسته است 
همواره یک آشکاسازي ساده سیگنال نیست و در بسیاري موارد 

رادیو هاي شناختگر تخمین . نیازمند تخمین طیف می باشد 
در بین . دهند  طیف به روش هاي غیر پارامتریک را ترجیح می

به دلیل ویژگیهایی چون  MTMروشهاي غیر پارامتریک روش 
، قابلیت تعمیم به رزولوشن طیفی بالا ، کارایی محاسباتی خوب 

حالتهاي گسترده تر و کاربرد در طبقه بندي سیگنالها ، قابلیت 
پیاده سازي بصورت مجتمع و بسیاري مزایاي دیگر یکی از 

ف براي رادیویی شناختگر می باشد مهمترین روشهاي تخمین طی
 .  
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